


) Zgieciowa teoria powtok walcowych

PLATFORMA PRZEMYSLU 4.0

Powloka walcowa jest najprostsza struktura osiowosymetryczna, powszechnie stosowana w
roznego rodzaju urzadzeniach. Zasadne jest zatem wyprowadzenie rownan teorii zgieciowe;
opisujacych ten przypadek. Teoria ta, zwana efektem brzegowym, uzupetnia przedstawiona
poprzednio teorie blonowa, nieskuteczng w miejscach nagtej zmiany geometrii potudnika badz
grubosci pfaszcza albo w okolicy rownoleznika na ktorym wprowadzono jakikolwiek wydatek
liniowy obcigzenia. Dopiero takie podejscie zapewnia ciagtos¢ deformacji. Ten fizyczny postulat
wymaga jednak analizy przemieszczen i odksztatcen, bowiem z matematycznego punktu widzenia
liczba niewiadomych sit wewnetrznych jest wieksza od liczby rownan rownowagi. W teorii
btonowej dwie sktadowe naprezenia i dwa rownania rownowagi wystarczaly do opisu powtoki.
Przedstawiony rysunek | wycinka powloki z naniesionymi wszystkimi sitami wewnetrznymi
postuzy do wyprowadzenia rownan rownowagi.
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Rys. |. Statyka wycinka powtoki walcowej z uwzglednieniem

stanu zgieciowego.

M. Tracz, M.Sienkiewicz
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Sity wewnetrzne pokazane narys. | to:

wydatek sity potudnikowej n, ktéry doznaje
przyrostu dn na dtugosci dx,

wydatek sity rownoleznikowej (obwodowej) t,
staty na rownolezniku,

wydatek momentu potudnikowego m,, ktory
doznaje przyrostu dm; na dtugosci dx,

wydatek momentu rownoleznikowego m, , staty
na rownolezniku,

wydatek sity poprzecznej g, ktory doznaje
przyrostu dq na dtugosci dx.
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Wraz z powierzchniowymi obciazeniami zewnetrznymi wchodza one do trzech rownan rownowagi: sit na kierunek

osi walca x, sit na kierunek normalny do powtoki oraz momentow wzgledem stycznej do rownoleznika. Rownania te

po niezbednych przeksztatceniach maja postac:

- — I
——+ s (1)
dg t
1 _ — 2
T R+p" 0 (2)
dml
-1 — 3
o +a (3)

W powyzszych trzech rownaniach wystepuja cztery sposrod pieciu niewiadomych wydatkow sit wewnetrznych. Piata

m, jest zwiazana z m,. Dalsze postepowanie polegac¢ bedzie na uzaleznieniu ich od jednej funkcji przemieszczenia

promieniowego w(x) za pomoca definicji wydatkow, prawa Hooke’a oraz zwiazkéw kinematycznych.

M. Tracz, M.Sienkiewicz
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Do wprowadzenia zwiazkow kinematycznych pomocny bedzie rysunek 2

9
A .~ po odksztalceniu
powierzchnia ,
srodkowa B -
— A, ‘
’—
- -} u
przed
B odksztalceniem
O Y S z £ I A A _
A powierzchnia
srodkowa

Rys. 2. Deformacja powtoki z uwzglednieniem stanu zgieciowego.
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Punkt A lezacy na powierzchni srodkowej powtoki przemiesci sie w potozenie A’. Przemieszczenie to ma dwie
sktadowe — promieniowa w i potudnikowa u, . Zgodnie z hipoteza Kirchhoffa proste normalne do nieodksztatcone;j
powierzchni srodkowej pozostaja proste i normalne do powierzchni odksztatconej. Pomija sie tu wszelkie
oddziatywania w kierunku promieniowym na grubosci h pfaszcza. Przy tych zatozeniach sktadowa potudnikowa
przemieszczenia punktu B lezacego poza powierzchnia srodkowa wyraza sie wzorem (4).

uz) =ug=uy-9-z (4)

Sktadowa promieniowa w punktu B jest taka sama jak dla punktu powierzchni srodkowej. Symbol & we wzorze (4)
oznacza nachylenie powierzchni w kierunku potudnika:

=2 (5)

Przy zatozeniu matych ugie¢ wielkos¢ O uwaza sie za kat nachylenia czyli obrot normalnej do powierzchni
srodkowe;j.
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Zwiazki kinematyczne dla odksztatcen w uktadzie walcowym z osiowa symetria wyrazaja sie w ogdlnym zapisie
nastepujaco:

§=— , = (6)

d’w . _duy _
'z, gdzie €=, ~oraz &=

(7)

SRS
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Podstawiajac wzory (7) do prawa Hooke’a dla ptaskiego stanu naprezenia w postaci ogdlnej:

_ _E _E
0= (& +tve) o=—(gt+tve) @)
dostaje sig ponizsze wyrazenia:
(0] = E -(E __dZW. +VK) (o) = E .(£+V€ _V_dzw. )
b 1-v2 07 axz 2T VR 9272 R 0™ Viaxz 7 9)
M. Tracz, M.Sienkiewicz Politechnika VWarszawska, Wydziat MEiL 8

Zaktad Wytrzymatosci Materiatéw i Konstrukgji



(O

Kolejny krok to podstawienie sktadowych naprezen do wzorow definiujacych wydatki sit i momentow
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wewnetrznych. Postac¢ ogoélna tych wzorow jest nastepujaca:

h/2 h/2

_ (h/2 _ (h/2 _ _
n= f_h/zol dz , t= f—h/ZGZ dz , m =- f_h/zclzdz , m,=- f_h/zozzdz (10)
Podstawiajac (9) do (10) i wykonujac catkowania otrzymuije sie:
_ Eh w
n_l_VZ (£0+VR) (Ila)
_ En w
_  ER® d*w
M = T2(-v2) ax? (11c)
_ Eh® d?w
M =V 20v2) ax? (11d)
M.Tracz, M.Sienkiewicz Politechnika VWarszawska, Wydziat MEiL 9
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Wygodnie jest wyeliminowac €, z wyrazen (I 1a) i (I Ib) .Wtedy pozostaje jeden zwiazek miedzy wydatkami
sity potudnikowej n i rownoleznikowej t :

.y
t—Rw+vn (I2)

Z kolei wyrazenia (I 1c) i (1 1d) mozna zapisa¢ w skrocie jako:

m =Dz m=vD o (13)
: Eh? . o . o
gdzie D = 209 nazywa si¢ sztywnoscia powfoki na zginanie.
M. Tracz. M.Sienkiewicz Politechnika Warszawska, VWydziat MEiL 10
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Teraz korzystajac z (3) i (13) mozna zapisac wzor:

dm; _ _ d3w

q=- dx =-D dx3 (14)

Wstawiajac na koniec (12) i (14) do rownania rownowagi (2) otrzymuje sie po przeksztatceniach jego
ostateczng postac jako rownanie rozniczkowe zwyczajne 4 rzedu z niewiadoma funkcja ugiecia w :

d*w

dx?

\Y%
+akAw =22 - —
D RD

_ 413(1-v?)
k= / e (16)

n=[psdx + C

n (15)

W réwnaniu (15) wspodtczynnik

a wydatek sity
(17)

gdzie statg C liczy sie z warunkdow brzegowych (sposobu podparcia powtoki walcowej).

Politechnika Warszawska, Wydziat MEiL
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Rozwiazujac réwnanie (15) znajduje sie funkcje ugiecia w(x), ktora podstawiona do wzordw (12), (13) i (14)
daje wyrazenia dla wydatkow t, m, , m, oraz q. Wydatek n znany jest wczesniej (17). Ostatni krok zadania
polega na wyznaczeniu dwoch skladowych naprezen o, i 0,. Z ogolnej teorii wiadomo, ze naprezenia w
powtoce maja liniowy rozktad wzdtuz grubosci ptaszcza, jak pokazuje to rys. 3.

NAPREZENIA BEONOWE NAPREZENIA ZGIECIOWE
)
Og b 02 9 Oa
Tx 7 il - ol
A j / o

h -777 — . ; —I_ ZT

y §
| b

Rys. 3. Rozktad naprezen wzdtuz grubosci powtoki (pokazano rozdzielenie na czesc btonowa i zgieciowa).

Uwaga. Na rys. 3 pokazano dowolny pfaski stan naprezenia. W omawianym przypadku o, = 0,0, = 0,a 71, =0.
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Teraz jednak zamiast postugiwac sie wzorami (9), co wymagatoby szeregu przeksztatcen, wygodniej jest
skorzystac z zaleznosci znanych w teorii powtok a przytoczonych ponizej:

n 12m

o) =+ - h3lz (18)
t 12m

0=t . 12m, (19)

Ekstremalne wartosci naprezen wystepuja na powierzchniach zewnetrznych dla z = +h/2 i tam poszukuje
sie miejsc wystepowania maksymalnych naprezen zredukowanych.

W teorii liniowych rownan roézniczkowych zwyczajnych znana jest postac¢ rozwiazania rownania (15).

w(x) = C,e**sinkx + C,e**coskx + C,e*(sink(l-x) + C,e*(™cosk(l-x) + w,,(x) (20)

Politechnika Warszawska, Wydziat MEiL
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Pierwsze cztery wyrazy stanowia rozwiazanie ogoélne rownania uproszczonego w, , a ostatni wyraz czyli
rozwiazanie szczegdlne rownania petnego zalezy od prawej strony rownania. W praktyce rozwiazanie
szczegllne zapisuje sie w postaci matematycznej takiej jak prawa strona i podstawiajac do rownania wyznacza
w,,. Z kolei cztery state catkowania C, nalezace do czesci ogodlnej wyznacza si¢ z warunkow brzegowych
nakfadanych na funkcje w lub jej pochodne do trzeciego rzedu wiacznie. Parametr liniowy | moze by¢ obrany
dowolnie, najczesciej jest to dlugos¢ powtoki walcowej. tatwo zauwazy¢, ze rozwiazanie ogolne przedstawia
efekt zginania ptaszcza powfoki. Funkcje trygonometryczne i wyktadnicze okreslaja charakter zmiennosci
ugiecia wokot miejsca zaburzenia stanu blonowego z wyraznym efektem wygaszania. Dalsza analiza rozwiazania
dowodzi, ze dwa pierwsze wyrazy opisuja zaburzenie w okolicy brzegu x = 0, a dwa kolejne w okolicy brzegu
x = I. Dla niezbyt krotkiej powtoki efekty zaburzenia na przeciwlegtych brzegach nie interferuja ze soba. tatwo
tego dowiesc obliczajac odlegtos¢ x, od brzegu, gdzie amplituda w, maleje na przykfad stukrotnie. Dla
uproszczenia mozna zatozyc, ze jedyna niezerowa stata to C,. Wtedy w,(x,) = 0.0] - w,(0), co jest rownoznaczne
warunkowi e*? = 0.0]. Przyjmujac v = 0.3 otrzymuje sie wartos¢ x, = -(In0.0/)/k = 3.5vRh. Dla powtok
cienkich wymiar ten jest co najmniej o rzad wielkosci mniejszy od promienia, zatem dowiedziono, ze w takim
przypadku state C, i C, okresla sie z warunkow na brzegu x = 0, a state C; i C, z warunkow na brzegu x = |.
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Gasnacy charakter zaburzenia efektem brzegowym dla przypadku C, i C; rownych zero na obydwu koncach
dtugiej powtoki pokazano na rysunku 4.

O wO:C’Qe"‘”’COSkx
2
A’wo L 1:l—23
A v B
W 1
T
[ xo
> &
—_ - — N
=
T T,
[ 2 - —9

w,=C e*"cosk(l-x)
Rys. 4. Typowy przebieg funkcji bedacej czescia ]
ogolna rozwiazania. - -

—
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W przypadku réwnania rézniczkowego rzedu czwartego warunki brzegowe nakfada sie na:

ugiecie
kat ugiecia

wydatek momentu
potudnikowego

wydatek sity tnacej

(W)x=0 — fO
<dw> p
hatid =9,
dx 0
d*w
D(W)amo = My
d3w

—D (W)xzo = qo

(21a)

(21b)

(21c)

(21d)

Podsumowujac, na kazdym brzegu uwzglednia sie po dwa warunki brzegowe w celu wyznaczenia
niezaleznie od siebie dwoch par statych: C, z C, oraz C; z C,. Rozne kombinacje tych warunkow

pokazano na rysunku 5.

M. Tracz, M.Sienkiewicz
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d_-z

d? d3
a) D(d_;:)x=0 =my (d—;:)x=o =0 b) (W)x=0 =0 D(_j)x=0 =My

dx

d3
_D(d—;:)x=o = (o

Rys. 5. Warunki odpowiadajace réznym przypadkom podparcia i obciazenia brzegu.

Politechnika VWarszawska, Wydziat MEiL
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Przylkdtad. Zamkniety nieodksztatcalnymi dnami dtugi zbiornik poddany jest cisnieniu p. Wyznaczy¢ przebieg
naprezen o, i 0, w zbiorniku.

h

N\
T
$2R

el

Rys. ZI. Zbiornik ze sztywnymi dnami.

Politechnika Warszawska, Wydziat MEiL
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Na poczatku oblicza sie funkcje wydatku sity potudnikowej n (wzor 17). W przyktadzie p, = 0 , zatem
wydatek n = C. Stafg C znajduje sie z rownania rdwnowagi sit na kierunek x dla zbiornika odcietego myslowo

od lewego dna.

— PnR

n-2nR - p,-mR%=0 skagd n 5

Ze wzgledu na symetrie wystarczy rozpatrzyC¢ lewy koniec powtoki x = 0 . Jesli dodatkowo dtugosc | jest
dostatecznie dtuga, rozwiazanie petne rownania (15) redukuje sie do trzech wyrazéw:

w(x) = C,e™®sinkx + C,e*coskx + w,(x)

Prawa strona réwnania rozniczkowego po podstawieniu n przyjmuje postac:

Pn_V . - pn(2-v)
D RD 2D
M.Tracz, M Sienkiewicz Politechnika Warszawska, VWydziat MEiL 19
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Poniewaz prawa strona rownania jest stafta, czes¢ szczegdlna rozwiazania rowniez jest stata. Podane
wzorem (4) wyrazenie spetnia rownanie petne, zatem jest rozwiazaniem szczegolnym.

=pn(2—1/) — anZ(Z_V)
Sz 8k4D 2Eh

Warunki brzegowe na lewym koncu x =0 :
dw
(W)y=0 =0 oraz (E)x=0 =0

Po podstawieniu odpowiednich wyrazen i przeksztatceniach state catkowania:

_ ~ _  pa@2-V)
C=C=—Tgap
Politechnika Warszawska, Wydziat MEiL 20

M. Tracz, M.Sienkiewicz
Zakfad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukg;ji



\ \
i Przykiad < < <

PLATFORMA PRZEMYSLU 4.0

Petne rozwiazanie ma ostateczna postac:

2—V . 2=V 2—=v
_ P2V oginkx — PRV bk ey + P2V

W(X) - 8k4D 8k4D 8k4D

Podstawienie funkcji ugiecia do wyrazen na wszystkie wydatki sit i momentow daje nastepujace rezultaty:

R(2- .
t=— w - @(sinkx + coskx) + p R
_ pn(z_v) -kx . k k
1= T,z e (-sinkx + coskx)
2— .
, = v-% - e**(-sinkx + coskx)
2_
q= %kv) . e-kX . COSkX

Politechnika Warszawska, Wydziat MEiL X
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Istotne s3 wartosci wydatkdéw w miejscu potaczenia powtoki z dnem (x = 0), bowiem tam wystepuja
maksymalne naprezenia zredukowane.

_ = PnR
n(0) =n= ,

t(0) = 225

_ pn(2—v) _ pnRR(2-V)
™O= T T ma
mz(O) gy pn(2-v) _ pnRh(2-Vv)

= Y —
ak? 43077
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Ostatni punkt obliczen dotyczy naprezen na powierzchniach goérnej i dolnej ptaszcza. Wyniki przedstawiono
na rysunku Z2. Obliczenia wykonano z uzyciem wzorow (18) i (19) z czesci teoretycznej.

W
Najbardziej niebezpiecznym miejscem jest wewnetrzna 1.045 ph
powierzchnia powloki, gdzie: \

_ 2 2 _ PnR
O'red = \/0-1 — 010y + 0,° = 1.82 3

W
0.313%L

W
2.0452

i
W porownaniu z teoria btonowa wynik ten jest 1.82 0613ph
razy wiekszy.

Rys. Z2. Rozktady naprezen o, i o, wzdtuz
grubosci powtoki.

Politechnika Warszawska, Wydziat MEiL
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Dla lepszego zilustrowania lokalnosci efektu brzegowego zamieszczono wykresy ugiecia (rys. Z3) i wydatku
momentu potudnikowego (rys. Z4) w okolicy brzegu powtoki.

w ma
w.p Am()
0.75
__puh(2-v)
. () m(0)=1 A1)
0.25
1 Q 2 3 kx
0 w " 5 e
Y I I
0 1 2 3 1 5 o kx
Rys. Z3. Rozkfad ugiecia w okolicy brzegu Rys. Z4. Rozktad wydatku momentu potudnikowego w
powtoki. okolicy brzegu powtoki.
M.Tracz, M.Sienkiewicz Politechnika Warszawska, Wydziat MEiL 24
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Dla kompletnosci dodano ponizej wartosc¢ wydatku g. Wynikajace z niego naprezenia styczne poprzeczne do
powierzchni srodkowej s3 mate i wobec tego pomijane.

(O) — pn\/ﬁ(Z —V)
g 24/3(1-v2)

Widag, ze q jest wieksze od zera co zgadza sie z obrazem fizycznym.

Rozwiazanie analityczne dla zbiornika z rys. Z|I podano w postaci wzoréw ogolnych. Dla poréwnania z
wynikami z obliczen metoda elementdéw skonczonych, do niektorych z powyzszych wzorow wstawiono
nastepujace dane liczbowe:

cisnienie wewnetrzne p, = | MPa, promien powierzchni srodkowej powtoki walcowej R = I m, grubos¢
powtoki h =10 mm.

Politechnika Warszawska, Wydziat MEiL
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Najbardziej znaczace sa wyniki dla naprezen. Wartosci liczbowe naprezen tatwo uzyskac positkujac sie ich
opisem rys. Z2. Na poczatku warto obliczy¢ wspolny czynnik:

Pn*R _ 1MPa-1000mm

. T0mm = 100MPa

Wtedy:

sktadowa potudnikowa naprezenia na powierzchni goérne;: o,(% =-1.045-100 MPa = -104.5 MPa
sktadowa potudnikowa naprezenia na powierzchni dolnej: o (— %) = 2.045-100 MPa = 204.5 MPa
sktadowa obwodowa naprezenia na powierzchni gornej: 02(%) =-0.313-100 MPa = -31.3 MPa

skladowa obwodowa naprezenia na powierzchni dolnej:  o,(— %) =0.613-100 MPa =61.3 MPa

Politechnika Warszawska, Wydziat MEiL
Zakfad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukg;ji
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Jak wynika z teorii naprezenia te sa superpozycja czesci btonowej i zgieciowej. Poniewaz w rozwiazaniu
metoda elementow skonczonych oprocz wynikow sumarycznych na powierzchniach zewnetrznych
prezentuje sie rowniez naprezenia btonowe, ponizej przytoczono ten skitadnik rowniez dla metody
analitycznej. Obydwie sktadowe btonowe rozumiane jako wartosci naprezen w srodku grubosci powtoki
tatwo obliczyc¢ jako srednie arytmetyczne z obydwu powierzchni zewnetrznych gornej i dolnej.VWobec tego:

ob = %(01 (3)+a (- g)) = 2 (-1045+2045)MPa = 50 MPa

ol = %(02 (%) + o, (——)) = %(—31.3 + 61.3) MPa = 15 MPa

M.Tracz, M Sienkiewicz Politechnika Warsza}av§|<a,W)(dz!a+ MElL )
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) Przykiad

PLATFORMA PRZEMYSLU 4.0

Poza naprezeniami warto skonfrontowac czes¢ szczegolng rozwiazania rownania rozniczkowego w,, w rozwiazaniu
analitycznym, z wartoscia przemieszczenia promieniowego w dostatecznie duzej odleglosci od potaczenia z
nieodksztatcalng dennica w metodzie elementéw skonczonych. Podstawiajac dane liczbowe:

200 1—-.105mm?-(2-0.3)
PnR°(2-V) _ “mm? = 0.425mm

W =
52 2Eh 2:2105——.10mm
mm

Aby utatwic¢ ocene strefy zaburzenia powyzszej wartosci efektem brzegowym, pozostaje jeszcze okresli¢ skale osi
odcietych na rysunkach 3 i 4.W tym celu nalezy obliczy¢ wartos¢ wspotrzednej x z warunku kx = [, gdzie

4 4
= 302D ¥3a-03%)  _ qog54.10-2-1

VYRR~ 1000mm-10mm mm
Zatem wartosci kx = | odpowiada:
2
x=—-=22""_ 778 mm.
k 12854
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) Zadanie

PLATFORMA PRZEMYSLU 4.0

Zamkniety nieodksztatcalnymi dnami dtugi zbiornik walcowy poddany jest cisnieniu p,. Pofgczenie
krawedzi koncowych walca z dnami jest przegubowe. Wyznaczy¢ przebieg naprezen o, i 0, oraz ugiecia w
wzdtuz potudnika zbiornika postugujgc sie metodg analityczng. Do konicowych wzoréw ogdlnych
podstawic nastepujace dane: ciSnienie wewnetrzne p, =1 MPa, promien powierzchni sSrodkowej powtoki
walcowej R =1 m, grubosc¢ powtoki h =10 mm, modut Younga E = 2-10° MPa, liczba Poissona v = 0.3.

v &
EEENEEEEEERREED BE

p,
_// _

+++++*+i+*+*+i+./v
[

Al

Rys. Z5. Zbiornik walcowy potgczony z dnami przegubowo.
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|
N
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) Pytania sprawdzajace

PLATFORMA PRZEMYSLU 4.0

|.  Efekt brzegowy: 2. Ktore z ponizszych stwierdzen s3 prawdziwe?:

A. rozszerza teorie blonowa o efekt zgieciowy. A.  Sztywnosc¢ ptytowa nie zalezy od statych materiatowych.

B. dla dostatecznie dtugich powlok jego wptyw jest B. Maksymalne naprezenia zredukowane wystepuja W
znaczacy na catej ich dtugosci. ptaszczyznie sSrodkowej powtoki.

C. jest efektem lokalnym obecnym m.in. przy podparciach i C. Efekty przeciwlegtych brzegdw nie interferuja ze soba tylko
nieciagtosciach geometrii. w przypadku powtok krotkich.

D. nie prowadzi do zwigkszenia naprezen w stosunku do D. W roéwnaniu na ugiecie powitoki dtugiej state C, i C,
teorii bfonowe;. odpowiadaja jednemu brzegowi powtoki, natomiast state C;

i C, przeciwlegtemu brzegowi.

3. Wybrac¢ prawidtowa odpowiedz dla wartosci sit na brzegu powtoki walcowej, wymienionych w punktach A. — D.. W powioce nie
ma cisnienia.

m
\‘0 A. wydatek sity obwodowej t jest rowny zero.
( B. wydatek momentu potudnikowego m, jest rézny od zera
C. wydatek sity poprzecznej q jest rozny od zera
— — D. wydatek momentu obwodowego m, jest réwny zero
X
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PLATFORMA PRZEMYSLU 4.0

4. Wybrac prawidtowa odpowiedz dla wartosci ugiecia w i nachylenia 9 na brzegu powloki
walcowe;.

ugiecie w jest rozne od zera
nachylenie 93 jest rowne zero
ugiecie w jest rowne zero

. nachylenie 9 jest rozne od zera

oN® >
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PLATFORMA PRZEMYSLU 4.0

|.  Efekt brzegowy: 2. Ktore z ponizszych stwierdzen sa prawdziwe?:

A. rozszerza teorie btonowa o efekt A. Sztywnos¢ ptytowa nie zalezy od stalych
zgieciowy. materiatowych.

B. dla dostatecznie dtugich powtok jego wplyw jest B. Maksymalne naprezenia zredukowane wystepuja w
znaczacy na catej ich dtugosci. ptaszczyznie sSrodkowej powtoki.

C. jest efektem lokalnym obecnym m.in. przy C. Efekty przeciwlegtych brzegdw nie interferuja ze
podparciach i nieciaglosciach geometrii. sobg tylko w przypadku powtok kroétkich.

D. nie prowadzi do zwiekszenia naprezen w D. W rownaniu na ugiecie powtoki dtugiej state
stosunku do teorii blonowe;. C, i C, odpowiadaja jednemu brzegowi

powloki, natomiast state C; i C,
przeciwlegtemu brzegowi.

w
W
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